Rozwigzania zadan z kolokwium

z Matematyki Obliczeniowej
w dniu 22 maja 2024

Zadanie 1.
O tym czy i z jakim wykladnikiem metoda iteracyjna z,y1 = ®(z,) zbiega do punktu
statego x* gltadkiego przeksztalcenia ® decyduje liczba zerujacych si¢ pochodnych tego prze-
ksztalcenia w punkcie *. Jesli bowiem ®V)(z*) = 0dlaj =1,2,...,k — 11 ®®(z*) £ 0 to
z rozwiniecia Taylora mamy
*\k
Tpy1 — 2" = O(x,) — O(z") = @(k)(x*)(x"k‘x).
Stad mamy zbiezno$¢ lokalng do x* z wykltadnikiem k o ile k > 2, oraz z wyktadnikiem 1 o
ile k£ = 1 i dodatkowo |®'(z*)| < 1.
Zauwazmy, ze f(z) = (z +1)*(z — 2).
W przypadku iteracji prostej mamy ®(z) =z — 7f(z), 7 = 1/27, a stad

¥ (z)=1-7f"(z) =1— 5(x+1)*(4z - 5).

Poniewaz ®'(—1) = 1, wykladnik zbieznosci do —1 wynosi co najwyzej 1. Ale ®'(z) > 1
w otoczeniu —1 co oznacza, ze odwzorowanie ® nie jest zwezajace i metoda nie jest nawet
zbiezna liniowo. Z drugiej strony, ®(2) = 0 oraz ®”(2) = —2(z +1)(2z — 1)‘ = 2 # 0.

Zbieznos¢ do 2 jest wiec kwadratowa.
Dla metody Newtona mamy

O(r) = - fl@) _ (z+1)°(x —2)
f'(x) 3(z+1)%(x—2)+ (z+1)3
o (@D -2) 3 —dr 42
B 3(x—2)+(x+1) 4dzx—-5
, o 6(222—5042) ., . 54
Y@ ==y YW=

Poniewaz ®'(—1) = 2/3, zbiezno$¢ do —1 jest z wykltadnikiem 1 (liniowa). Poniewaz ®'(2) = 0
i ®"(2) =2 # 0, zbieznosé¢ do 2 jest kwadratowa.

Zadanie 2. .
Rzeczony uktad rownan AZ = b formatu nk x nk mozna zapisaé¢ jako:

Ti;+ Y Hui=0;, j=12,... .k

i=j+1
gdzie T, l;j eER", T = (7,...,7%)7, b= (51, . l;k)T Uktad mozna wiec rozwigzaé¢ rozwig-
zujac kolejno dla j =k, k —1,...,2,1 ukltady z macierza tréjdiagonalng 7T'; mianowicie
k
i=j+1

W kroku j znamy juz wektory 7; dla j+1 < i < k. Ich dodanie kosztuje O(nk), a pomnozenie
przez macierz H (jest to macierz rzutu na podprzestrzen prostopadta do v) stosujac wzor



2

—

HZ = 7 —¥s, s = 017, oraz odjecie od I;j kosztuje O(n). Nastepnie rozwiazanie uktadu z
macierza T' i znana juz prawa strona kosztuje O(n). Jeden krok kosztuje wiec O(nk), a wobec
tego, ze mamy k krokéw to caly algorytm kosztuje O(nk?).

Zadanie 3.

Pierwsze odbicie H; = I — w,i1 /v, przeprowadza pierwsza kolumne macierzy, tzn. wektor
d, = (1,—1,—1,1) na kierunek wektora e; € R?. Stosujac gotowe wzory mamy: ||@; ||z = 2,
Uyl = a1 + ||C_1:”2 =14+2=3 (phlS, bo ayp > 0), a WIQC

i =(3,-1,-1L, 1", v = a3+ |alllal: = 6.
Dalej mamy H,d; = —||d||e1 = (—2,0,0,0)7, a mnozenie przez druga kolumne @, macierzy A
daje
ch_ig = C?Q - ﬁl(ﬁle’g)/% == 62 - ﬁl(—6) = (3, 27 —17 —2)T
Drugie odbicie Hy = I —1iyiik /75, po “obcieciu” pierwszej wspotrzednej, przeprowadza wektor
((H1d2)i)is = (2,—1,—2)" na kierunek €, € R3. Mamy: ts5 = 5, a wiec

iy = (0,5, —1,-2)T, 4y = 15.

Ostatecznie dostajemy macierz tréjkatna gorna
-2 3
0 -3
R = (ri,j) = HQHlA = 0 0
0 0

Aby rozwigza¢ LZNK, najpierw obliczamy wektor ¢ = (¢, ¢a, c3,¢4)7 aplikujac odbicia do
wektora b. Otrzymujemy

Hib=b— @ (@b) /vy = (10,2, -1, 11T, HyH.b = (10,-9,6/5, —21/5)".

Rozwiazanie 7* dostajemy rozwiazujac uklad kwadratowy z macierzg trojkatna gérna (r; ;)?

ij=1
i prawa strona (ci, co)?,

-2 3 zp \ _ ( 10

0 -3 za )\ =9 )7

Stad #* = (—1/2,3)T, a residuum
16— AZ||s = /& + & = /(6/5)2 + (~33/5)2 = V/1125/5 = 3V/5.

Zadanie 4.

Wiemy, ze metoda potegowa zbiega do pojedynczego wektora wtedy i tylko wtedy gdy naj-
wieksza co do modutu wartosé wlasna jest nieujemna (przy czym moze by¢ wielokrotna).
Stad implementacja Asi nie musi zawiera¢ btedu, a jesli nie to najwieksza co do moduto
warto$¢ wtasna macierzy jest dodatnia.

Podobnie, nie mozna stwierdzié¢, ze implementacja Basi jest bledna. A jesli jest prawi-
dlowa to znaczy, ze istnieja dodatnia i ujemna dominujace wartosci wtasne. W szczegdlnosci,
macierz nie jest okre$lona, ani dodatnio, ani ujemnie.

Podobnie do przypadku Basi, nie mozna stwierdzi¢ btedu w implementacji Cesi. Fakt, ze
wektory graniczne sa prostopadte nie ma tutaj znaczenia.



